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Статья обобщает игру «нападение-оборона», имеющую сетевую струк-
туру, в части учета начальных остатков ресурсов сторон и основана
на работе R. Hohzaki, V. Tanaka. В отличие от последней, оборона
на каждом из возможных направлений движения между вершинами
сети, заданных ориентированными ребрами, может иметь ненулевые
начальные остатки ресурсов сторон, что приводит в общем случае к
выпуклым минимаксным задачам, которые могут быть решены мето-
дом субградиентного спуска. В частности, изучаемая модель обобща-
ет игру «нападение-оборона» с начальными остатками, предложенную
В.Ф.Огарышевым, на сетевой случай.
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Введение
Работа основана на результатах из [1-2] и является дальнейшим развитием по-
строений в [3-4]. Классическая модель “нападение-оборона” Ю.Б.Гермейера была
определена и изученная в работе [5]. Она является модификацией модели О.Гросса
[6]. В военных моделях пункты интерпретируются обычно как направления и ха-
рактеризуют пространственное распределение ресурсов защиты по ширине. Одна-
ко реально имеет место также пространственное распределение ресурсов обороны
по глубине, характеризующейся количеством уровней рубежей на данном направ-
лении.
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Простейшая модель, учитывающая рубежность обороны, состоит в модифика-
ции классической модели [5], в которой функция выигрыша нападения имеет вид
[1]:





𝑞𝑇𝑖𝑖 𝑥𝑖;𝑥𝑖 − 𝑝𝑖𝑟𝑖𝑦𝑖
]︁
,




















где 𝑇𝑖 - количество рубежей обороны на 𝑖−м направлении 𝑖 = 1, ..., 𝑛,
𝑟𝑖−максимальное количество воздействий, которое может произвести одна едини-
ца обороны, 𝑝𝑖− вероятность поражения одного средства нападения противника
одним воздействием на 𝑖−м направлении, которая предполагается независящей от
номера 𝑡 = 1, ..., 𝑇𝑖 рубежа обороны, 𝑞𝑖 = 1 − 𝑝𝑖−соответствующая вероятность
непоражения, 𝑀 и 𝑁 - общее количество средств нападения и обороны, кото-
рые считаются однородными и бесконечно-делимыми, 𝑥𝑖 и 𝑦𝑖– количество средств
нападения и обороны на 𝑖−м направлении. В частности формально при 𝑝𝑖 = 1
получается классическая модель Гермейера [5]. Далее будем считать, что 𝑟𝑖 = 1,
поскольку величины 𝑟𝑖 формально можно включить в 𝑝𝑖, положив 𝑝′𝑖 = 𝑝𝑖𝑟𝑖.
В работе [7] исследована игровая модель, обобщающая модели Гросса и Гер-
мейера, учитывающая в частности ненулевые начальные остатки ресурсов сторон,
и получено конструктивное описание множества всех оптимальных смешанных
стратегий нападения. В работе [8] изучалась модель Гросса с непротивополож-
ными интересами сторон, в работах [9,10] – динамические расширения модели.
В работе [11] было предложено прямое обобщение игры “нападение-оборона” на
сетях, описывающих топологию путей, ведущих к обороняемым объектам.
Дальнейшее обобщение игры “нападение-оборона” с начальными остатками,
предложенное в работе [7], может состоять в учете сетевой структуры по схеме
[16], что приводит в общем случае к выпуклым минимаксным задачам, которые
могут быть решены методом субградиентного спуска. Учет начальных остатков
сторон явился существенным развитием сетевой модели [16] и потребовал отдель-
ной публикации для обобщения всех ее основных конструкций, что и сделано в
настоящей работе.
1. Обобщение сетевой модели с начальными остатками сторон
Обобщая модель, предложенную в [16], определим игру “нападение-оборона”
на ориентированном графе 𝐺, состоящем из множества вершин 𝑁 = {𝑖} и
множества 𝐿 = {(𝑖, 𝑗)} ориентированных ребер (𝑖, 𝑗), ведущих из 𝑖 в 𝑗, без
контуров с одним источником 𝑠 и стоком 𝑡. Далее – орграфе 𝐺. Обозначим
𝜋(𝑖) = {𝑗 ∈ 𝑁 |(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐿} , 𝜓(𝑖) = {𝑗 ∈ 𝑁 |(𝑗, 𝑖) ∈ 𝐿}. Каждое ориентированное реб-
ро характеризуется величинами: 𝑝𝑖𝑗 , означающими вероятность поражения одного
средства нападения одним средством обороны, которые считаются однородными,
величинами 𝑞𝑖𝑗 = 1− 𝑝𝑖𝑗 , соответственно, - не поражения, и количеством 𝑇𝑖𝑗 рубе-
жей на оперативном направлении, задаваемым ребром (𝑖, 𝑗).
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Стратегии 𝜌 нападения и обороны 𝑢 принадлежат множествам
𝑅 =
{︃


















Используя известный алгоритм (см.[12], с.252), разобьём все вершины на ранги
𝑁 = ∪𝐾𝑘=0𝑁𝑘, так, что 𝜓(𝑖) ⊆ ∪𝑗<𝑘𝑁𝑗 , 𝑖 ∈ 𝑁𝑘. Определим поток 𝑥 = 𝑥(𝜌, 𝑢) в сети
из источника 𝑠 в сток 𝑡 при помощи рекуррентного соотношения последовательно
по мере по мере увеличения ранга 𝑘 = 0, ...,𝐾. Положим с учетом возможности
наличия начальных остатков сторон (см. [7]), помеченных индексом ноль,













Пусть для вершин 𝑗-го ранга𝑗 < 𝑘 определены величины узловых потоков




















𝑖𝑗 , 𝑗 ∈ 𝑁𝑘, (4)
и т.д. Положим 𝐼(𝜌, 𝑢) = 𝑋𝑡.
Замечание 1. Здесь 𝛿𝑖𝑗 ≥ 0, 𝑖 ∈ 𝜓(𝑗), 𝑗 ∈ 𝑁/𝑠,- коэффициенты, с помощью кото-
рых можно учесть как изменение количества средств (см. [7]), так и отсутствие
передачи средств между узлами.
Таким образом, стратегия нападения (𝜌𝑖, 𝑖 ∈ 𝑁∖𝑡), определяющая поток одно-
родных средств нападения (𝑥𝑖𝑗 , (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐿) с потерями, из источника 𝑠 в сток 𝑡,
представляет собой набор векторов 𝜌𝑖 = (𝜌𝑖𝑗 , 𝑗 ∈ 𝜋(𝑖)) целераспределения узлового
потока 𝑋𝑖, по вытекающим из него инцидентным дугам, обеспечивающим баланс





𝑖𝑗 𝑥𝑖𝑗 ;𝑥𝑖𝑗 − 𝑝𝑖𝑗𝑢𝑖𝑗
]︁
= 𝐹𝑖𝑗(𝑥𝑖𝑗 , 𝑢𝑖𝑗) (5)
представляет собой математическое ожидание количества средств нападения, пре-
одолевших эшелонированную оборону на оперативном направлении, задаваемым
ребром (𝑖, 𝑗), и определяет потери потока на текущем ребре. Эта формула была
установлена в [1], при упрощающем предположении, что вероятности поражения
𝑝𝑖𝑗 не зависят от рубежа 𝑠 = 1, ..., 𝑇𝑖𝑗 . Критерий нападения состоит в максимизации
величины 𝐼(𝜌, 𝑢) = 𝑋𝑡, представляющей математическое количество средств напа-
дения достигших стока 𝑡. Критерий обороны прямо противоположен. Источников
и стоков может быть несколько, но эту ситуацию всегда можно свести к одному
источнику и одному стоку, введя искусственно один сток, соединенный со всеми
стоками и один источник, соединенный со всеми стоками ребрами с нулевыми ве-
роятностями 𝑝𝑖𝑗 поражения. Предполагается, что эта процедура уже проделана и
ориентированная сеть содержит единственный источник и сток. Заметим, что мы
не накладываем априорно никаких ограничений на пропускную способность дуг.
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Замечание 2. Таким образом, предложенная постановка обобщает классическую
игру “нападение-оборона” по крайней мере, в трех аспектах: многорубежности на
каждом направлении, произвольности топологии направлений, заданных ориен-
тированным графом и наличие начальных остатков сил сторон.
Содержательно модель интерпретируется следующим образом: нападению
нужно проникнуть из источника базирования к объекту обороны представляюще-
му сток преодолев оборону в виде сети, которая задает возможные пути подлета
к объекту. Каждая дуга сети интерпретируется как одно операционное направле-
ние, на котором нужно преодолеть локальную эшелонированную оборону против-
ника. Результат боевого столкновения на одном рубеже обороны дается функци-
ей 𝑥′𝑖𝑗 = max [𝑞𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 ;𝑥𝑖𝑗 − 𝑝𝑖𝑗𝑢𝑖𝑗 ], которая представляет собой результат дискрет-
ной одношаговой модели динамики средних Осипова-Ланчестера. Она получается
следующим образом: количество средств нападения, получивших воздействие на
данном рубеже равно 𝑛𝑖𝑗 = min [𝑥𝑖𝑗 ;𝑢𝑖𝑗 ] при условии, что на одно средство нападе-
ния назначается ровно одно средство обороны. Математическое количество потерь
нападения составит 𝑚𝑖𝑗 = 𝑝𝑖𝑗𝑛𝑖𝑗 . В результате математическое ожидание числа
прорвавшихся средств составит 𝑥′𝑖𝑗 = 𝑥𝑖𝑗 −𝑚𝑖𝑗 = max [𝑞𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 ;𝑥𝑖𝑗 − 𝑝𝑖𝑗𝑢𝑖𝑗 ]. Итого-
вая формула для математического ожидания средств нападения, преодолевших




𝑖𝑗 𝑥𝑖𝑗 ;𝑥𝑖𝑗 − 𝑝𝑖𝑗𝑢𝑖𝑗
]︁
с учетом оптимизации
для обороны распределения своих 𝑢𝑖𝑗 средств по рубежам и выведена в [1]. Заме-
тим, что в [11] был рассмотрен частный случай, когда 𝑥′𝑖𝑗 = max [0;𝑥𝑖𝑗 − 𝑝𝑖𝑗𝑢𝑖𝑗 ],
который можно считать предельным при 𝑇𝑖𝑗 → ∞, если 𝑞𝑖𝑗 < 1.
Пример 1. Рассмотрим орграф 𝐺 из [11], состоящей из множества вер-
шин 𝑁 = {1, 2, 3, 4, 5} , 𝑠 = 1, 𝑡 = 5 и множества ориентированных ребер
𝐿 = {(1, 2), (1, 3) , (2, 4) , (3, 4) , (2, 5) , (3, 5) , (4, 5)}, представленный на рисунке.
Требуется ранжировать его вершины.
Решение. Используя указанный алгоритм ранжирования вер-
шин из (см.[12], с.252), получим разбиение 𝑁 = ∪𝑘𝑁𝑘, где
𝑁0 = {1} , 𝑁1 = {2, 3} , 𝑁2 = {4} , 𝑁3 = {5}.
Рис. 1: Орграф к примеру 1
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2. Исследование игры в чистых и смешанных стратегиях
Из выпуклости критерия по 𝑢 следует, что определенная на сети игра допуска-
ет исследование полученной игры в чистых и смешанных стратегиях по схеме [13].
Наилучший гарантированный результат (НГР) обороны, совпадающий со значе-
нием игры равен:





Все угловые точки множества 𝑅 описываются как множество точек вида
𝑅0 =
{︂




1, 𝑗 = 𝑘
0, 𝑗 ̸= 𝑘
}︂
. (7)














= 1, 𝑝0𝜌 ≥ 0, 𝜌 ∈ 𝑅0, (9)
где 𝐼𝜌– вероятностная мера, сосредоточенная в точке 𝜌. Повторяя почти дословно
доказательство леммы 2 в [1] получим, что справедлива следующая теорема.
Теорема 1. Для того чтобы стратегия 𝜑0 была оптимальной смешанной стра-
тегией нападения достаточно, чтобы













= 1, 𝑝0𝜌 ≥ 0, 𝜌 ∈ 𝑅0
⎫⎬⎭ . (11)
Таким образом, задача нахождения смешанной оптимальной стратегии нападе-
ния состоит в нахождении таких 𝑝0, принадлежащих множеству Λ, определенному
(11), которые реализуют максимум в (10).
3. Численные методы решения поставленных минимаксных и макси-
минных задач
Максиминная задача (10), (11) - это очень сложная задача, поскольку для ре-
шения внутренней задачи на минимум по 𝑢 на каждом шаге субградиентного ме-
тода по 𝑝0 приходится вычислять субградиенты функций 𝐼(𝜌, 𝑢) (см. выше) для
всех бинарных векторных полей 𝜌 ∈ 𝑅0. Более реалистично во внутренней задаче
минимизации по 𝑢 использовать метод стохастического субградиента при фикси-
рованном распределении 𝑝0, а еще лучше стохастический метод Эрроу-Гурвица,
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обоснованный в работе [17], когда одновременно делается шаг во внутренней и
внешней процедуре.
В этом случае во внешней процедуре в качестве стохастического субградиента
берется вектор 𝑔𝑘 = (𝑔𝑘𝜌 , 𝜌 ∈ 𝑅0), где
𝑔𝑘𝜌 =
{︂
𝐼(𝜌𝑘, 𝑢(𝑘)), 𝜌 = 𝜌𝑘,
0, 𝜌 ̸= 𝜌𝑘,
𝜌𝑘 – независимая реализация с.в. 𝜌, распределенной по закону 𝑝0(𝑘).
Во внутренней процедуре в качестве стохастического субградиента берется век-
тор 𝑟𝑘 ∈ 𝜕𝐼(𝜌𝑘, 𝑢(𝑘)), где 𝜌𝑘- та же независимая реализация с.в. 𝜌, распределенной
по закону 𝑝0(𝑘).
Для сходимости п.н. стохастического метода Эрроу-Гурвица достаточно в силу
выпуклости функций 𝐼(𝜌, 𝑢), чтобы шаги 𝜆𝑘, 𝜌𝑘 удовлетворяли обычным условиям
(см.[17])






𝜌2𝑘 <∞;𝜆𝑘/𝜌𝑘 → 0.
В такой форме численная реализация метода становиться реалистичной, по-
скольку на одном шаге используется только одно значение субградиента
𝑟𝑘 ∈ 𝜕𝐼(𝜌𝑘, 𝑢(𝑘)), как и в процедуре нахождения минимаксной стратегии обороны.
Минимаксную задачу (7), (8) можно решить методом субградиентного спуска,
описанном в [16]. Для определения субградиентов функции 𝐼(𝜌, 𝑢) по 𝑢 при фикси-
рованном 𝜌 можно представить задачу вычисления 𝐼(𝜌, 𝑢) в виде задачи линейного
программирования и перейти к двойственной.
Положим 𝐼(𝜌, 𝑢) = 𝑋𝑡. Соответствующая задача ЛП имеет вид




𝑗 , 𝑗 ∈ 𝜋(𝑠), 𝑥′𝑠𝑗 ≥ 𝑞
𝑇𝑠𝑗
𝑠𝑗 𝑥𝑠𝑗 , 𝑥
′
𝑠𝑗 ≥ 𝑥𝑠𝑗 − 𝑝𝑖𝑗(𝑢0𝑠𝑗 + 𝑢𝑠𝑗).
Пусть для вершин 𝑗-го ранга𝑗 < 𝑘 определены величины узловых потоков





𝑗 , 𝑗 ∈ 𝜋(𝑖), 𝑥′𝑖𝑗 ≥ 𝑞
𝑇𝑖𝑗
𝑖𝑗 𝑥𝑖𝑗 , 𝑥
′
𝑖𝑗 ≥ 𝑥𝑖𝑗 − 𝑝𝑖𝑗(𝑢0𝑖𝑗 + 𝑢𝑖𝑗), 𝑗 ∈ 𝑁𝑘,





𝑖𝑗 , 𝑗 ∈ 𝑁𝑘 и т.д. Положим
𝐼(𝜌, 𝑢) = min𝑋𝑡 = −max(−𝑋𝑡).
Для однообразия можно заменить все равенства соответствующими неравенства-
ми, например,





𝑖𝑗 , 𝑗 ∈ 𝑁𝑘
и прейти к двойственной для определения субградиента по 𝑢 в субградиентном
методе распределения резервов обороны. Проходит и метод определения опти-
мальной смешанной стратегии нападения субградиентнго типа.
Из полученного представления в частности следует лемма.
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Таблица 1: Матрица задачи ЛП на максимум








12 + 𝑢12) 1 -1
𝑣5 𝑝13(𝑢
0
13 + 𝑢13) -1 1

























Лемма 1. Функция 𝐼(𝜌, 𝑢) выпукла по 𝑢 при любом 𝜌.
Пример 2. Рассмотрим в развитие примера 1 пример задачи ЛП для случая
𝑞𝑖𝑗 = 0, 𝛿
1
2 = 1, 𝛿
3
4 = 1, 𝛿
2
4 = 1, 𝛿
4
5 = 1..
Это задача линейного программирования с матрицей 19х19, которую можно
решить при помощи стандартной программы симплекс-метода. После ее решения
субградиент критерия 𝐼(𝜌, 𝑢) по 𝑢 = (𝑢12, 𝑢13, 𝑢24, 𝑢34, 𝑢25, 𝑢35, 𝑢45) будет иметь вид
∇𝐼(𝜌, 𝑢) = −(𝑣4𝑝12, 𝑣5𝑝13, 𝑣10𝑝24, 𝑣11𝑝34, 𝑣13𝑝25, 𝑣15𝑝35, 𝑣18𝑝45).
С учетом представления (8) внутренний максимум при фиксированном 𝑢 можно
найти методом динамического программирования (д.п.).
Пример 3. Требуется решить внутреннюю задачу в (8) для примера 1 методом
д.п. в условиях орграфа, приведённого на Рис. 1.
Решение. Используя ранжирование вершин из примера 1, определяем последо-
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Статья обобщает игру «нападение-оборона», имеющую сетевую структуру, в
части учета начальных остатков ресурсов сторон. В частности, изучаемая мо-
дель обобщает игру «нападение-оборона» с начальными остатками, предложен-
ную В.Ф.Огарышевым, на сетевой случай. В отличие от последней, оборона на
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каждом из возможных направлений движения между вершинами сети, заданных
ориентированными ребрами, может иметь ненулевые начальные остатки ресурсов
сторон, что приводит в общем случае к выпуклым минимаксным задачам, которые
могут быть решены методом субградиентного спуска.
Основной проблемой применения субградиентного метода является необходи-
мость решения на каждом шаге внешней процедуры последовательных приближе-
ний внутренней задачи. Последняя состоит в максимизации потока целей нападе-
ния на выходе сетевой структуры защиты при заданном распределении ее ресурсов
по сети. Для этого предлагается использовать метод динамического программи-
рования. Приводятся модельный пример, который показывает принципиальную
реализуемость метода субградиентного спуска в сетях с относительно небольшим
числом узлов и дуг. Применение предложенного метода в задачах большой размер-
ности - проблема, которая может быть решена с учетом возможности распарал-
леливания вычислительных процессов метода динамического программирования
в сети, но это самостоятельная проблема, которая требует отдельного изучения.
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The article generalizes the ”attack-defense” game with the network struc-
ture, in terms of accounting for the initial residuals of the parties’ resources
and is based on the work by Hohzaki and Tanaka. In contrast to the lat-
ter, the defense on each of the possible movement directions between the
network’s vertices, given by the oriented edges, can have nonzero initial
residuals of the parties’ resources, which generally leads to convex minimax
problems that can be solved by the subgradient descent method. In par-
ticular, the model under study generalizes the ”attack-defense” game with
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